Zadania na dowodzenie dla zakresu podstawowego

1. (3 pkt) Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej m funkcja f dana wzorem f(x) = (m? +m + 1)z +m jest
rosnaca.

Rozwigzanie

Funkcja f jest funkcja liniowa. Jej monotonicznos$¢ zalezy od znaku wspolczynnika kierunkowego. We wzorze
funkcji jest on rowny m?+m+ 1. Tréjmian kwadratowy y = m?4+m+ 1 nie ma miejsc zerowych. Jego wykresem
jest parabola o ramionach skierowanych do goéry, zatem tréjmian przyjmuje tylko wartosci dodatnie. Wynika
stad, 7ze dla kazdej liczby m € R wspoétezynnik kierunkowy prostej jest dodatni, czyli funkcja f jest rosnaca.

2. (4 pkt) Niech 4, B C Q bedg zdarzeniami losowymi takimi, ze P(4) = 2 oraz P(B') = 2. Wykaz, ze
P(ANB) # 0.

Rozwigzanie
Z danych zadania oraz 7z wlasnosci prawdopodobienistwa wynika, ze P(B) =1 — % = 2. Stad otrzymujemy
P(ANB)=P(A)+P(B)—P(AUB) > 2+ 2 —1= 3 >0, czyli P(AN B) # 0.

3. (4 pkt) Wykaz, 7e dla kazdej liczby rzeczywistej a € R\ {2} réwnanie 22 + y* — az + 2y + a = 0 jest
rownaniem okregu.

Rozwigzanie
2
Sprowadzamy rc’)wnamie2 okregu do postaci (z — 2)*+ (y + 1) = 4 —a -21- 1. Prawa strone réwnania mozna
zapisa¢ w postaci @. Dla a € R\ {2} prawdziwa jest nier6wnos¢ @ > 0, wiec rOwnanie, o ktérym jest
. . . . . . a . . la—2]
mowa w zadaniu, jest rownaniem okregu o §rodku w punkcie (§,—1) i promieniu =5~

4. (3 pkt) Suma i roznica dwoch liczb sa rowne odpowiednio 2v/n oraz 2vk, gdzie n, k € N. Wykaz, ze iloczyn
tych liczb jest liczba caltkowita.

Rozwigzanie

=2
Liczby, o ktorych jest mowa w zadaniu oznaczmy x i y. Otrzymujemy uktad rownan { U; tZ _ 2% .
Rozwigzaniem tego ukladu jest para liczb (z,%), gdzie z = /n + vk oraz y = /n — Vk.
Tloczyn z -y = (vn + Vk) (v — Vk) = n — k jest liczba catkowita.

5. (5 pkt) Romb obraca sie dookota kazdej ze swoich przekatnych. Powstale w ten sposob dwie bryly maja
réwne objetos$ci. Wykaz, ze ten romb jest kwadratem.

Rozwigzanie

Przekatne AC' i1 BD rombu ABCD sa prostopadle i dzielg sie na polowy. Oznaczmy przez O punkt przeciecia
tych przekatnych. W wyniku obrotu rombu dookota przekatnej AC powstaje bryta zlozona z dwdch przysta-
jacych stozkow. Objetos¢ tej bryly jest réwna V; = 2 - % -|OD|? - |AO|. W wyniku obrotu rombu dookota
przekatnej BD takze powstaje bryta ztozona z dwoch przystajacych stozkow. Objetosé tej bryly jest rowna
Vo =24 -]AOJ* - |OD|. Poréwnujac oba wzory, otrzymujemy réwnosé¢ |OD|? - |[AO| = [AO|* - |OD|, a stad
|AO| = |OD|. Oznacza to, ze przekatne rombu sa réwnej dlugosci, zatem romb jest kwadratem.



